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第2章 スピン(その２)

2-3 スピンの波動関数

2-3-1 正規直交系を用いた波動関数の展開

☆正規直交系

例) 二次元ベクトル

r = aêx + bêyのとき rを座標 (a, b) であらわす。

正規直交系

(êx, êx) = (êy, êy) = (êz, êz) = 1

(êx, êy) = 0

をもちいると、

(êx, r) = (êx, aêx + bêy) = (êx, aêx) + (êx, bêy)

= a× 1 + b× 0 = a
(êy, r) = b

これによって

【Ａ】(a, b)から rに、

【Ｂ】rから (a, b)に、

一意的に変換可
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☆軌道の波動関数

軌道：Y (θ,φ)

意味：|Y (θ,φ)|2 = この方向 (θ,φ)に粒子が
　　　　存在する確率密度

球面調和関数による展開

一般の波動関数 Y (θ,φ)を球面調和関数で展開

Y (θ,φ) =
X
lm

clmYlm(θ,φ)

このとき、関数 Y (θ,φ)は展開係数 {clm}で表すことができる

【Ａ】展開係数 {clm}から関数 Y (θ,φ)に変換
可能

例)l = 1の状態 (P波)に限定　→　m = −1, 0, 1だけ考える
Y1,1, Y1,0, Y1,−1の３通り

これらは、L̂2と L̂zの固有状態

l = 1に属する一般の状態（L̂zの固有状態とは限らないもの）：重ね合わせ

Φ = c1Y1,1 + c0Y1,0 + C−1Y1,−1

で表される。このとき、成分を並べて

Φ =


c1

c0

c−1


と表してもよい。

正規直交系

球面調和関数は正規直交系をなす。Z
dΩY ∗lm(θ,φ)Yl0m0(θ,φ) = δll0δmm0

ただし
Z
dΩ =

Z
sin θdθ

Z
dφ

これを用いると、

clm =
Z
dΩY ∗lm(θ,φ)Y (θ,φ)
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とすれば、

【Ｂ】関数 Y (θ,φ)から展開係数 {clm}に変換
可能

規格化

波動関数 Y (θ,φ)が規格化されている：

1 =
Z
dΩ |Ylm(θ,φ)|2

　意味：(θ,φ)方向の存在確率密度を全角度方向について和を取る→　確率１

このとき、展開係数について：

1 =
∞X

l=0

lX
m=−l

|clm|2

　意味：観測によって l,m状態が測定される確率 |clm|2をすべての場合について和を取る
　　　　→　確率１

別の例) 箱Aに粒子が存在する状態の波動関数ΦA

箱Bに粒子が存在する状態の波動関数ΦB

→　状態Φ = c1ΦA + c2ΦBは

確率 |c1|2 でAに存在する状態
確率 |c2|2 でBに存在する状態

この状態を、

Φ =

Ã
c1

c2

!

と表してもよい。

☆スピンの波動関数

スピンの場合、波動関数の関数としての振舞→?
スピン：大きさのない質点の自転

• 回転の『角度』(θ,φ)が観測できない

• 波動関数を (θ,φ)の関数として表せない

• 関数 Y m
l とは異なる性質を持つ

軌道角運動量とは異なる取り扱いが必要

→スピンには sz =
1
2
と−1

2
の状態があることしかわからない

スピンの波動関数 χを重ね合わせであらわす：

χ = c1χ↑ + c2χ↓
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と表す。ただし、c1, c2は定数 (複素数)、

χ↑ : sz = +
1

2
の状態 (上向き)の波動関数

χ↓ : sz = −1
2
の状態（下向き）の波動関数

波動関数を正規直交系で展開する方法

(スピンの状態を利用して 2状態を取る量子系を表現できる)

χ↑,χ↓の具体的な形を知らなくても状態は指定

2つの波動関数の内積を取る →成分がわかる

χ = c1χ↑ + c2χ↓

の重ね合わせの意味

⇒確率 |c1|2 で ↑の状態、 確率 |c2|2 で ↓の状態
(注；規格化条件 |c1|2 + |c2|2 = 1)

注)χ↑を α ,χ↓を βと表す場合もある

2-3-2 スピノル表記

スピンの波動関数が

χ = c1χ↑ + c2χ↓

と書けるとき: → 複素数の”座標”で表す。

χ =

Ã
c1
c2

!

これをスピノル表記という。

波動関数で表す スピノルで表す

χ↑ ←→
Ã
1

0

!

χ↓ ←→
Ã
0

1

!

χ = c1χ↑ + c2χ↓ ←→
Ã
c1
c2

!
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☆スピノルの内積

複素ベクトルの内積

χ =

Ã
c1

c2

!
χ∗ =

Ã
c01
c02

!
　　→　　内積 (χ,χ0) = χ†χ0

ただし、

転置： tχ = (c1, c2)、　　複素共役：χ
∗ =

Ã
c∗1
c∗2

!
エルミート共役： t(χ)∗ = χ† = (c∗1, c

∗
2)

したがって

χ†χ0 = (c∗1, c
∗
2)

Ã
c1

c2

!
= c∗1c

∗
1 + c

∗
2c
∗
2

特に、“自分自身との内積”→ “長さの二乗”

(χ,χ) = (c∗1, c
∗
2)

Ã
c1

c2

!
= c∗1c

∗
1 + c

∗
2c
∗
2 = |c1|2 + |c2|2

（左側のベクトルは複素共役を取る　→　絶対値二乗の和になる）

規格化条件　⇔　 (χ,χ)=1

☆正規直交性

(χ↑,χ↑) = (1∗, 0∗)

Ã
1

0

!
= 1

(χ↓,χ↓) = (0∗, 1∗)

Ã
0

1

!
= 1

(χ↑,χ↓) = (χ↓,χ↑) = 0

波動関数のかわりに、スピノルで表す

確認：　２成分複素ベクトルについての実際の計算が、波動関数の取り扱いをちゃんと

具体的に表していることを確認しよう：

波動関数 χ = c1χ↑ + c2χ↓に対するスピノルは、

c1χ↑ + c2χ↓ = c1

Ã
1

0

!
+ c2

Ã
0

1

!
=

Ã
c1

c2

!
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と、つじつまが合っている。

また、スピノルχ =

Ã
c1

c2

!
に対して、内積の計算を実際に用いて成分を抜き出す：

(χ↑,χ) = (1∗, 0∗)

Ã
c1

c2

!
= c1、　　　 (χ↓,χ) = (0∗, 1∗)

Ã
c1

c2

!
= c2

これによって

【Ａ】スピノルから χに、

【Ｂ】χからスピノルに、

一意的に変換可

• スピンの波動関数に対する計算：抽象的

• スピノルに対する計算：具体的に行える

2-4 パウリ行列

☆波動関数と演算子

量子力学では波動関数と演算子が用いられる。

スピンの波動関数と量子数：

χ↑ : sz =
1

2

χ↓ : sz = −1
2

スピン演算子：

Ŝzχ↑ = h̄
2
χ↑

Ŝzχ↓ = − h̄
2
χ↓

ここで、χ↑,χ↓は Ŝzの固有状態、固有値は順に
h̄

2
、− h̄

2
：

意味：

　　　 χ↑は Ŝzの値として、
h̄

2
を持つ状態を表す。

　　　 χ↑は Ŝzの値＝− h̄
2
を持つ

スピノルで表しても、同様な式が成り立つようにする：

『スピノル＝縦ベクトル　に演算作用するもの＝行列』
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演算子を行列M を用いて表現：

Mχ↑ =M

Ã
1

0

!
=
h̄

2

Ã
1

0

!

Mχ↓ = M

Ã
0

1

!
= − h̄

2

Ã
0

1

!

これを満たす行列M は

⇒M =
h̄

2

Ã
1 0

0 −1

!

とすればよい。

スピノル表記では、演算子 Ŝzは具体的に 2× 2行列を用いて

Ŝz =
h̄

2
σz, σz =

Ã
1 0

0 −1

!

で表すことができる。

（注：Ŝzは演算子で、σzはその行列表示）

では Ŝx, Ŝyは?

☆パウリ行列によるスピン演算子の表し方

スピノル：２成分ベクトル　→　演算子：2×2 行列となるはず

Ŝx → h̄

2
σx

Ŝy → h̄

2
σy

Ŝz → h̄

2
σz

を満たす 2×2行列 σx、σy、σzをパウリ行列と呼ぶ。

パウリ行列の決め方：角運動量演算子の交換関係

[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z [L̂y, L̂z] = ih̄L̂x [L̂z, L̂x] = ih̄L̂y

⇒スピン演算子も同様な交換関係

[Ŝx, Ŝy] = ih̄Ŝz [Ŝy, Ŝz] = ih̄Ŝx [Ŝz, Ŝx] = ih̄Ŝy

を満たすような、σx、σy、σzを探す：

量子力学B　テキスト（2004年度） (6月 15日)
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答え：

σz =

Ã
1 0

0 −1

!
,σx =

Ã
0 1

1 0

!
,σy =

Ã
0 −i
i 0

!

とすればよい。

check)

行列の交換積

[σx,σy] = σxσy − σyσx

=

Ã
0 1

i 0

!Ã
0 −i
i 0

!
−
Ã
0 −i
i 0

!Ã
0 1

1 0

!

=

Ã
i 0

0 −i

!
−
Ã−i 0

0 i

!
=

Ã
2i 0

0 −2i

!
= 2iσz

スピン演算子は：

[Ŝx, Ŝy] =

Ã
h̄

2

!2

[σx, σy]

=
ih̄2

2
σz = ih̄Ŝz

☆パウリ行列を用いることの利点：

演算子×波動関数の計算：(行列)×(ベクトル)の計算をすればよい
→具体的に計算することが可能に。
例)

Ŝ2χ = h̄21

2
(
1

2
+ 1)χ =

3

4
h̄2χ

が χによらず成立することを確かめたい。

Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ

2
y + Ŝ

2
z

=
h̄2

4

Ã
0 1

1 0

!2

+
h̄2

4

Ã
0 −i
i 0

!2

+
h̄2

4

Ã
1 0

0 −1

!2

=
3

4
h̄2

Ã
1 0

0 1

!

したがって、任意の

χ =

Ã
c1

c2

!
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に対して

Ŝ2χ =
3

4
h̄2χ

2-5 固有状態

χ↑,χ↓は Ŝzの固有状態。

では、Ŝx、Ŝyの固有状態は?

☆ Ŝxの固有値・固有ベクトル

h̄

2

Ã
0 1

1 0

!Ã
a

b

!
= τ

Ã
a

b

!
を満たす

Ã
a

b

!
とτは?

σx =

Ã
0 1

1 0

!
の固有値 λとその固有ベクトルを求める。

Ã
0 1

1 0

!Ã
a

b

!
= λ

Ã
a

b

!
⇒

Ã−λ 1

1 −λ

!
| {z }
行列 X

Ã
a

b

!
| {z }
ベクトルx

=

Ã
0

0

!

行列Xに逆行列があると: Xx = 0　⇒　X−1Xx = X−10→ x = 0Ã
a

b

!
6= 0 の解がほしい ⇒ 逆行列が有ってはならぬ　⇒ detX = 0

今の場合、detX = λ2 − 1 = 0, λ = ±1
• λ = 1のとき

Ã
0 1

1 0

!Ã
a

b

!
=

Ã
a

b

!
→ b = a

a = b

⇒　

Ã
a

b

!
= (定数)×

Ã
1

1

!

• λ = −1のとき

Ã
0 1

1 0

!Ã
a

b

!
= −

Ã
a

b

!
→ b = −a

a = −b
⇒　

Ã
a

b

!
= (定数)×

Ã
1

−1

!
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したがって、Ŝx =
h̄

2
σxの２つの固有値・固有ベクトルを以下のように決める

• 固有値 Sx =
h̄

2
に対して固有ベクトルχx+ =

1√
2

Ã
1

1

!

Ŝxχx+ =
h̄

2

Ã
0 1

1 0

!
1√
2

Ã
1

1

!
=
h̄

2

1√
2

Ã
1

1

!
=
h̄

2
χx+

意味：χx+で表される状態は、スピンの x成分 Ŝx が正である

　　　　＝ x軸正の方向にスピンが向いている

• 固有値 Sx = − h̄
2
に対して固有ベクトルχx− =

1√
2

Ã
1

−1

!

確認：　Ŝxχx− =
h̄

2

Ã
0 1

1 0

!
1√
2

Ã
1

−1

!
=
h̄

2

1√
2

Ã
1

−1

!
= − h̄

2
χx−

意味：χx−で表される状態は、スピンの x成分 Ŝx が負である

　　　　＝ x軸負の方向にスピンが向いている

ただし、ここでは規格化条件 (χ,χ) = 1となるように定数を選んだ

☆ Ŝyの固有値・固有ベクトル

同様に Ŝyの固有状態を求める

σy =

Ã
0 −i
i 0

!
に対して、

Ã
0 −i
i 0

!Ã
a

b

!
= x

Ã
a

b

!

を満たすもの:

⇒ λ = +1

Ã
a

b

!
= (定数)×

Ã
1

i

!

λ = −1
Ã
a

b

!
= (定数)×

Ã
1

−i

!

したがって、Ŝyの固有値・固有ベクトル：

χy+ =
1√
2

Ã
1

i

!
, Ŝyχy+ =

h̄

2
χy+

χy− =
1√
2

Ã
1

−i

!
, Ŝyχy− = −

h̄

2
χy+
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☆固有ベクトルの意味

χx+は Sxが
h̄

2
の値を取るような状態を表す波動関数。

このとき、χx+ =
1√
2

Ã
1

1

!
と書ける　⇒

χx+ =
1√
2
χ↑ +

1√
2
χ↓

上向き↑と下向き↓の重ね合わせから、

横向き→のスピンが生成される

χ↑,χ↓のSx成分は元々0ではない (不確定であっただけ)

☆スピンの不確定性原理

Sxが+
h̄

2
の状態：↑と ↓の重ね合わせ

⇒ Ŝzを観測したときに、↑の確率が
¯̄̄̄
¯ 1√2

¯̄̄̄
¯
2

=
1

2
、↓ の確率も 1

2
、そのため期待値 hŜzi = 0

↑と ↓の重ね合わせ＝ Szの固有状態ではない

確かに

Ŝzχx+ =
h̄

2

Ã
1 0

0 −1

!
1√
2

Ã
1

1

!
=
h̄

2

1√
2

Ã
1

−1

!
6= (定数)× χx+

Ŝzと Ŝxの同時固有関数 = Ŝzと Ŝxの両方の値が確定しているような状態は存在しない

⇒不確定性原理
なぜなら [Ŝz, Ŝx] = ih̄Ŝy 6= 0

2-6 演算子の期待値

演算子：Ŝzの固有値＝± h̄
2

χ↑はŜzの値 =
h̄

2
を持つ

χ↓はŜzの値 = − h̄
2
を持つ

状態を表す
波動関数 χ = c1χ↑ + c2χ↓で表される状態：Ŝzを測定すると

確率 |c1|2で Sz =
h̄

2
が

確率 |c2|2で Sz = − h̄
2
が

観測される
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ため、Ŝzの期待値は

D
Ŝz

E
= |c1|2 × h̄

2
+ |c2|2 ×

Ã
− h̄
2

!

=
h̄

2

³
|c1|2 − |c2|2

´
これをスピノルで表すと

D
Ŝz

E
= (χ, Ŝzχ) = (χ,

h̄

2
σzχ)

= (c∗1, c
∗
2)

Ã
1 0

0 −1

!Ã
c1

c2

!

=
h̄

2
(c∗1, c

∗
2)

Ã
c1

−c2

!

=
h̄

2
(c∗1c1 − c∗2c2) =

h̄

2

³
|c1|2 − |c2|2

´

例）x軸正の方向にスピンが向いている状態：χx+ =
1√
2
(χ↑ + χ↓) 　⇒　 c1 = c1 =

1√
2

この状態について、hŜzi = 0
これを計算で確認：(χx+, Ŝzχx+) =

1√
2
(1, 1) · h̄

2

Ã
1 0

0 −1

!
· 1√
2

Ã
1

−1

!
= 0

一般に、演算子 Âの期待値： D
Â
E
= (χ, Âχ)

とすればよい。

例）z軸正の方向にスピンが向いている状態：χ↑ ついて、hŜxiを求める：

hŜxi = (χ↑, Ŝxχ↑) = (1, 0) ·
h̄

2

Ã
0 1

1 0

!
·
Ã
1

0

!
= (1, 0) · h̄

2

Ã
0

1

!
= 0

実は、

χ↑ =

Ã
1

0

!
=

1√
2

(
1√
2

Ã
1

1

!
+

1√
2

Ã
1

−1

!)
=

1√
2

n
χx+ + χx−

o
と書けることからも明らか

利点：スピノルで表すと具体的な計算がすぐできる。
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補足

2-A 様々な内積

Z
f∗(x)g(x)dx 'X

i

f∗(xi)g(xi)∆x = ∆x
X

i

f ∗i gi

これを関数の内積 (f, g)と考える

波動関数Φ(x)の規格化： Z
dxΦ∗(x)Φ(x) = 1

は、(Φ,Φ) = 1と見なすことができるR
dxf ∗(x)g(x)≒

P
i f
∗(xi)g(xi)4

注)

χ =

Ã
c1

c2

!
Âχ =

Ã
d1

d2

!

→< Â >= χ†Âχ = (c∗1, c∗2)
Ã
d1

d2

!
= c∗1d1 + c

∗
2d2
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波動関数

Φ = f(x), ÂΦ = g(x)

→< Â >=
Z
dxΦ∗ÂΦ =

Z
dxf∗(x)g(x)

注)

χ =

Ã
c1

c2

!
Âχ =

Ã
d1

d2

!

→< Â >= χ†Âχ = (c∗1, c∗2)
Ã
d1

d2

!
= c∗1d1 + c

∗
2d2
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