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専門問題（数学）

2020年 1 月 16 日（木）
12 : 50 ～ 14 : 50 (120分)

解答上の注意

• 問題は全部で 9題ある．そのうち 4題 を選択して答えよ．

• 各問題ごとに別々の解答用紙を使用し，選択した問題番号を所定の欄に明記すること．問

題番号が正しく記入されていない答案は採点しない．

• すべての解答用紙に学生番号と氏名を記入し，解答用紙はすべて提出すること．

• 解答欄が不足する場合は裏面を使ってよい．ただしその旨を表面に明記すること．

• 試験開始から 30分経過した後は，解答用紙を提出の上，退出を認める．



1 次の微分方程式の一般解を求めよ．

(1)
d2x

dt2
− 4

dx

dt
+ 3x = t+ et

(2)
dx

dt
+ tx = (t+ 1)et

2 以下の問に答えよ．

(1) F5[x]上の多項式

f(x) = x4 + 3x3 + 3x+ 4, g(x) = 2x3 + 3x2 + 4x+ 2

に対し，これらの最大公約多項式 d(x)を求めよ．また，a(x)f(x) + b(x)g(x) = d(x)を

満たす a(x), b(x) ∈ F5[x]を一組求めよ．

(2) Gを群とし，H を Gの部分群とする．

(1) g ∈ Gに対し，
gHg−1 := {ghg−1 |h ∈ H}

は Gの部分群であることを示せ．

(2) H が Gの正規部分群であることの定義を書け．また，Gが可換群ならば，任意の部

分群 H は Gの正規部分群であることを示せ．

3 以下の問に答えよ．

(1)

∫ ∞

2

x− 3
2 dx,

∫ ∞

3

1

x2 + 3
dx の値をそれぞれ求めよ．

(2) 広義積分
∫ ∞

1

1

xα
dx が収束するための正の定数 α に対する条件を求めよ．

(3) 広義積分
∫ ∞

1

√
x

x+ 2020
dx,

∫ ∞

1

x

x3 + 1
dx の収束，発散の判定をせよ．積分値は求め

なくてよい．



4 以下の問に答えよ．

(1) 写像 f : X → Y と Y の部分集合 Aに対して，次の等式が成り立つことを示せ．

f−1(Ac) = (f−1(A))c

(2) 距離空間 (X, d)の部分集合 Aに対して，次の等式が成り立つことを示せ．

(A◦)c = Ac

ただし，A◦ は Aの内部，Aは Aの閉包を表す．

(3) 位相空間 (X,O)から位相空間 (X ′,O′)への連続写像 f と X の部分集合 Aに対して，A

がコンパクトならば f(A)もコンパクトであることを示せ．

5 f(z) =
4z2 − 3z − 1

z3 − 3z − 2
とする．

(1) f(z) を部分分数に展開せよ．

(2) f(z) の極を全て挙げ，それぞれの極に対して極の位数，およびその極におけるローラン展

開の主要部を求めよ．

(3) 以下の複素積分の値を求めよ．ただし，複素積分における積分路は反時計回りに向きづけ

られているとする．

(a)

∫
|z|=3

f(z) dz (b)

∫
|z−3|=2

2z2f(z) dz

6 測度空間 (X,F , µ)上の R値可積分関数 f , fn (n = 1, 2, 3, . . . )が 2条件

(a) {fn}は X 上で f に各点収束 (b) lim
n→∞

∫
X

|fn| dµ =

∫
X

|f | dµ

を満たすとき，以下の問に答えよ．

(1) Lebesgueの収束定理の内容を述べよ．また，Lebesgueの収束定理を用いて次を示せ．

(i) lim
n→∞

∫
{|fn|>|f |}

|f | dµ = 0 (ii) lim
n→∞

∫
{|fn|≤|f |}

|fn − f | dµ = 0

(iii) lim
n→∞

∫
{|fn|≤|f |}

|fn| dµ =

∫
X

|f | dµ

(2) lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0 が成り立つことを示せ．



7 次の波動方程式の初期値・境界値問題を解け．

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
(u = u(x, t); 0 < x < 2, t > 0)

初期条件：　 u(x, 0) =

 x (0 ≤ x ≤ 1)

−x+ 2 (1 ≤ x ≤ 2)
,

∂u

∂t
(x, 0) = 0 (0 ≤ x ≤ 2)

境界条件：　 u(0, t) = u(2, t) = 0 (t ≥ 0)

8 実数パラメータ u, v により表される曲面
x = v sin u

2

y = (2 + v cos u
2 ) cosu

z = (2 + v cos u
2 ) sinu

について，(u, v) = (π, 0)におけるガウス曲率K と平均曲率 H を求めよ．

9 以下の問に答えよ．必要なら次ページの正規分布表を用いてよい．

(1) p は 0 < p < 1 を満たす定数とする．0以上の整数に値をもつ確率変数 X を

P (X = r) = (1− p)rp, r = 0, 1, 2, ...

により定義する．

(a) s を非負の整数とするとき，P (X ≧ s)を求めよ．

(b) s, t を非負の整数とするとき，条件付確率 P (X ≧ s+ t|X ≧ s) を求めよ．

(c) X の期待値を求めよ．

(2) (a) すべての目が等確率 1

6
で出るサイコロを 720回振ったときの 6の出る回数を S とす

るとき，110 ≦ S ≦ 125 の確率 P (110 ≦ S ≦ 125) を中心極限定理（ド・モワブル-

ラプラスの定理）を用いて求めよ．

(b) あるサイコロを 720回振ったところ，6 が 135回出た．このサイコロは 6 が出やす

いと言ってよいか．危険率 5%で検定せよ．




