
2018年度　実力テスト
専門問題（数学）

2019 年 1 月 17 日（木）
12 : 50 ～ 14 : 50 (120分)

解答上の注意

• 問題は全部で 9題ある．そのうち 4題 を選択して答えよ．

• 各問題ごとに解答用紙 1枚を使用し，選択した問題番号を所定の欄に明記すること．

• すべての解答用紙に学生番号と氏名を記入し，解答用紙はすべて提出すること．

• 解答欄が不足する場合は裏面を使ってよい．ただしその旨を表面に明記すること．

• 試験開始から 30分経過した後は，解答用紙を提出の上，退出を認める．



1 以下の問に答えよ．

(1) 微分方程式 d2x

dt2
+ x = 0 の一般解を求めよ．

(2) 微分方程式
d2x

dt2
+ x = cos t

の特解を求めよ．

2 以下の問に答えよ．

(1) フェルマーの小定理を用いて，81119 を 13 で割った余りを求めよ．

(2) 自然数 nに対し，φ(n)をオイラー関数，すなわち

φ(n) := #{a ∈ N | 1 ≤ a ≤ n, gcd (a, n) = 1}

とする．φ(n) = 4となる自然数 nをすべて求めよ．

(3) 群準同型写像 f : G → G′ の核 Ker f は，G の正規部分群であることを示せ．

3 以下の問に答えよ．

(1) 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 がそれぞれ a, b に収束するとき，数列 {an + bn}∞n=1 が a+ b に

収束することを示せ．

(2) 調和級数
∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·

が収束するかどうか判定せよ．証明も述べること．

(3) 級数
∞∑

n=1

e−n2+2n が収束するかどうか判定せよ．



4 以下の問に答えよ．ただし，Nは自然数 1, 2, 3, . . . 全体からなる集合を表す．

(1) N× N上の 2項関係 Rを

(m,n)R (m′, n′) ⇐⇒
定義

m+ n′ = n+m′, (m,n), (m′, n′) ∈ N× N

により定義するとき，Rは N× N上の同値関係になることを示せ．

(2) 開区間 I = (−π

2
,
π

2
)に対して，I × I 上の関数 dを

d(x, y) := | sinx− sin y |, x, y ∈ (−π

2
,
π

2
)

により定義するとき，dは (−π

2
,
π

2
)上の距離関数になることを示せ．

(3) 1次元ユークリッド空間 Rの部分集合 (0, 1] = {x ∈ R | 0 < x ≤ 1}は Rの開集合でない

ことを示せ．

5 z = eiθ とし，f(θ) =
1

4 + 2 cos θ + i sin θ
とする．

(1) cos θ, sin θ を z を用いて表せ．

(2) f(θ) を z を用いて表せ．

(3) 定積分
∫ 2π

0

f(θ) dθ の値を求めよ．

6 以下の問に答えよ．ただし，mは 1次元 Lebesgue測度を表す．

(1) Lebesgueの収束定理とはどのような定理であるか説明せよ．

(2) 次を満たす R上の連続関数列 {fn}の具体例を挙げよ．

{fn}は R上で各点収束するが， lim
n→∞

∫
R
fn dm ̸=

∫
R

lim
n→∞

fn dm.

(3) R上の Borel可測関数列 {fn}を

fn(x) :=


1

1 + x+ x2 + · · ·+ xn

1√
1− x2

(0 < x < 1)

0 (それ以外)
(n ≥ 1)

により定義する．このとき，極限 lim
n→∞

∫
R
fn dm が存在するかどうか調べよ．また，極限

が存在する場合はその値を求めよ．



7 R2 上のラプラス作用素 (演算子) ∆ は，通常の xy-座標では ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
によっ

て与えられ，極座標 (r, θ)のもとでは

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

となる．

(1) r の関数 f(r)，θ の関数 g(θ)に対して u(r, θ) = f(r)g(θ)が ∆u = 0を満たすとき，

r2f ′′(r) + rf ′(r)

f(r)
= −g′′(θ)

g(θ)

が成り立つことを示せ．

(2) u(r, θ)が r のみの関数で ∆u = 0を満たし，

∂u

∂r
(1, θ) = 2， u(1, θ) = 1

を満たすとき，uを求めよ．

8 実数パラメータ u, v により表される曲面
x = v − v3

y = u− u v2

z = 3v2 + u2v2 − 3u2 − u4

について，(u, v) = (1, 0)におけるガウス曲率K と平均曲率 H を求めよ．

9 以下の各問に，必要なら次ページの正規分布表を用いて答えよ．

(1) nを自然数，pを 0 < p < 1をみたす実数とし，Sn を二項分布 B(n, p)に従う確率変数

とするとき，Sn に対するド・モワブル-ラプラスの定理 (中心極限定理) を述べよ．

(2) あるテレビ番組の視聴率を 500世帯を対象に調査したところ，25%であったという．こ

の番組の視聴率の信頼度 90%，95%の信頼区間を求めよ．ただし，
√
15 = 3.872として

計算せよ．

(3) 二項母集団の母比率 pの区間推定を行う際，信頼度 95%の信頼区間の幅を 2%より小さ

くするには標本はどの程度必要になるか．また，信頼度を 90%にした場合はどうか．た

だし，0 ≦ p ≦ 1のとき 0 ≦ p(1− p) ≦ 1

4
が成り立つことを用いること．




